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In deze syllabus warden begrippen uit de co5peratieve speltheorie 
geintroduceerd, die gebruikt zullen warden bij de behandeling van 




In de cooperatieve speltheorie zijn, in tegenstelling tot de niet 
cooperatieve theorie, mogelijkheden tot overleg en samenwerking tussen de 
spelers alvorens zij hun beslissingen nemen. In deze syllabus warden alleen 
die begrippen uit de cooperatieve speltheorie beschreven, die nodig zijn 
voor het behandelen van de toepassingen van cooperatieve spelen in [20]. 
Voor een meer volledige inleiding op dit gebied kan men zich wenden tot 
OWEN [15, ch VII.2 en VIII t/m X]. Andere teksten die goed als eerste kennis-
making met cooperatieve speltheorie kunnen warden gelezen zijn: DAVIS 
[5, ch. 6], RAPOPORT [17] en LUCE & RAIFFA [13, ch. 6 en ch. 8 t/m 11]. 
We zullen ons beperken tot de meest verregaande vorm van samenwerking, 
d.w.z dat de uitkomst van het spel altijd optimaal is voor de groep van 
alle spelers tezamen. Zie bijvoorbeeld [1 en 6] voor modellen waarbij dit 
niet het geval behoeft te ziJn. 
Voorts zullen we ervan uitgaan dat de waarde die een speler toekomt 
is uitgedrukt in nutseenheden en onbeperkt overdraagbaar is aan andere 
spelers. Voor spelen waarbij deze nevenbetalingen verboden zijn zie 
bijvoorbeeld [2, 3 en 4]. Door deze aannamen vormt het bepalen van de 
beslissingen van de spelers een optimalisatieprobleem zonder strategische 
elementen. De speltheorie onderzoekt hoe de waarde die door cooperatief 
handelen wordt verkregen over de spelers wordt verdeeld. De inhoud van 
§2 t/m 5 komt globaal reeds voor in VON NEUMANN & MORGENSTERN [14]; 
§7 en §8 behandelen de inhoud van artikelen van SHAPLEY [19] respectieve-
lijk SCHMEIDLER [18]. De begrippen zullen aan de hand van voorbeelden 
warden toegelicht. In deze voorbeelden warden nut en geld equivalent 
verondersteld. 
2. KARAKTERISTIEKE FUNCTIEVORM 
VOORBEELD. Drie bedrijven l, 2 en 3 maken respectievelijk jaarlijks een 
winst van 1, 2 en 3 miljoen gulden. Een fusie tussen 1 en 2 levert een 
bedrijf dat jaarlijks 7 miljoen winst kan maken; tussen 2 en 3 wordt dit 
8 miljoen en tussen en 3 eveneens 8 miljoen. Een fusie tussen alle 3 
bedrijyen geeft een bedrijf met een jaarlijkse winst van 11 miljoen. 
2 
We veronderstellen dat het grootst mogelijke samenwerkingsverband ontstaat 
en dat de winst (11 miljoen) over de participanten moet worden verdeeld. 
Als Seen deelverzameling van de bedrijven is dan geven we de jaar-
lijkse winst in miljoenen guldens die deze bedrijven zonder steun van 
bedrijven buiten S kunnen maken aan met v(S). Dus v({l}) = l, v({2}) = 2, 
v ( { 3}) = 3, v ( { I , 2}) = 7 , v ( { 2 , 3}) = 8, v ( { l , 3}) = 8, v ( { l , 2 , 3}) = l I en 
voor de volledigheid v(0) = O. 
De verzameling bedrijven tezamen met de winstfunctie v vormt een 
spel in karakteristieke functievorm waarvan we nu een definitie zullen 
geven. 
DEFINITIE. Een speZ in karakteristieke functievorm is een tweetal (N,v), 
waarbij N = {1,2, ••. ,n} en v een functie van de deelverzamelingen van 
N (2N) naar · de reele getallen (JR) zodanig dat v(0) = 0. 
De elementen van N noemen we spelers en v de karakteristieke functie. 
Een deelverzameling S van N noemen we een coalitie en v(S) de waarde van 
de coalitie S. 
DEFINITIE. Een spel 1n karakteristieke functievorm is super additief als 
geldt: 
(2 .1) v(SuT) ~ N(S) + v(T) voor alle S,T c N met Sn T = 0 
(2.1) houdt in dat twee samenwerkende disjuncte coalities tenminste de 
waarde kunnen realiseren die de coalities samen behalen bij afzonderlijk 
opereren. Als het spel in karakteristieke functievorm is afgeleid van 
een spel in normale vorm is hieraan altijd voldaan. Wij zullen ons tot 
super additieve spelen beperken. 
3. IMPUTATIE. 
Een verdeling van de gerealiseerde waarde over de spelers zullen we 
aangeven met een vector x E ]Rn, waarvan de i-de komponent (x.) de 
. 1. 
waarde is, die wordt toegevoegd aan speler i. Ter vereenvoudiging van de 
notatie zullen we IiES xi' de waarde toegevoegd aan coalitie S schrijven 
3 
als x(S). 
Omdat de grote coalitie N zicb vormt zal de waarde v(N) over de 
spelers moeten worden verdeeld. Voorts zal een verdeling de spelers minstens 
een waarde moeten toekennen die zij individueel kunnen realiseren. 
Een verdeling die aan deze voorwaarden voldoet zullen we een imputatie 
noemen. 
DEFINITIE. Een irrrputatie van bet spel (N,v) is een vector x E Rn zodanig dat: 
(3. 1) 
(3. 2) 
x(N) = v(N) en· 
x. ~ v({i})' voor alle i EN. 
1 
Een verdeling die aan (3.1) voldoet beet groepsrationeel of Pareto optimaal, 
een verdeling die aan (3.2) voldoet individueel rationeel. 
VOORBEELD. Voor bet voorbeeld in §2 is de vector (3,3,5) een imputatie. 
De vectoren (4,5,2) en (2,3,5) ecbter niet. 
De verzameling van imputaties van het spel (N,v) zullen we noteren 
met I(N,v) of ook wel kortweg I als duidelijk is welk spel bedoeld is. 
DEFINITIE. Een spel in karakteristieke functievorm is essentieel als geldt: 
(3.3) v(N) > I vj{i}). 
iEN 
Uit de super additiviteit van een spel volgt: 
(3 .4) v(N) ~ l v({i}). 
iEN 
Super additieve spelen bebben dus een niet lege imputatie verzameling; als 
het gelijkteken geldt is er slecbts een imputatie. Wij zullen ons uit-
sluitend met essentiele spelen bezigbouden. Een essentieel super additief 




Laten x en y twee verschillende imputaties zijn van het spel (N,v). Spelers 
i waarvoor geldt x. > y. zullen aan x de voorkeur geven boven y. De verza-
1. l. 
meling spelers die de voorkeur geeft aan x en de verzameling spelers die de 
voorkeur geeft aan y zijn beide niet leeg, omdat 
(4. 1) x(N) = y(N) = v(N). 
Teneinde te bepalen welke imputaties als eindverdeling in aanmerking 
komen moeten we behalve de voorkeur van spelers ook de macht van spelers 
om een imputatie te wijzigen beschouwen. 
DEFINITIE. Laat x,y E I(N,v) en Sc N met S / 0, Imputatie x domineert 
imputatie y via S, notatie x ~Sy, als geldt 
(4. 2) 
(4. 3) 
x. > y. 
l. l. 
voor alle i ES en 
x(S) :,; v(S) 
(4.2) brengt de voorkeur van de leden van S tot uitdrukking; (4.3) laat 
zien dat de leden van Sin staat zijn x(S) voor zich op te eisen. 
De relatie ~S heeft de volgende eigenschappen: 
irreflextief X 2'/S x voor alle x E I 
transitief als y ~s X en z ~s Y dan geldt z ~s x voor alle x,y,z E 
anti-symmetrisch: X ~s Y => Y 2'/S X voor alle x,y E I 
Deze relatie is dus een partiele ordening. 
I 
VOORBEELD. In het voorbeeld van §2 domineert de imputatie (3,4,4) de impu-
tatie (1,2,8) via {1,2}. De imputaties (1,2,8) en (5,2,4) zijn ten opzichte 
van ~{ 1, 2} onvergelijkbaar. 
DEFINITIE. Laat x,y E I(N,v). Imputatie x domineert imputatie y, notatie 
x ~ y, als er een coalitie S bestaat zodanig dat x ~Sy. 
D"e relatie ~ is i.h.a. noch transititief noch anti-symmetrisch. 
VOORBEELD. In het voorbeeld van §2 geldt: 
(3,3,5) ~ (2,5,4) (via {1,3}) 
(3 L 3 L 4) ~ (3 , 3, 5) ( via { 1 , 2}) 
terwijl (3½,3½,4) ~ (2,5,4) 
5. S-EQUIVALENTIE. 
DEFINITIE. We noemen de spelen (N,v) en (N,w) S-equivalent als geldt dat 
+ er een c E JR en a 1, ... ,an E 1R bestaan zodanig dat 
(5. I) v(S) = cw(S) + a. 
l. 
voor alle Sc N. 
5 
S-equivalentie is reflextief, symmetrisch en transitief en dus inderdaad 
een equivalentie relatie. We kunnen het spel v uit het spel w verkrijgen 
door alle waarden met c te vermenigvuldigen en bovendien aan speler i een 
extra waarde a. toe te voegen. De onderhandelingssituatie tussen de spelers 
l. 
wordt door zo'n ingreep niet gewijzigd. 
DEFINITIE. Een spel (N,v) is in (0,1) normalisatie als geldt: 
(5. 2) {
v({i}) = 0 
v(N) = 1. 
voor alle i E N 
Ieder spel is S-equivalent met precies een spel in (O,I) normalisatie. 
VOORBEELD. In het voorbeeld van §2 wordt de onderhandelingssituatie niet 
gewijzigd door de waarde van alle coalities te verminderen met de waarde 
die de leden van de coalitie ieder afzonderlijk zouden behalen. 
We krijgen dan: 
v'({l,2,3}) = 5, v'({I,2}) = 4, v'({l,3}) = 4 
v' ({2,3}) = 3 en alle overige waarden O. 
Als we vervolgens de winsten in 5-tallen miljoenen uitdrukken verkrijgen 
we het volgende spel in (0,1) normalisatie. 
6 
w({I,2,3}) = I, w({l,2}) = 4/5, w({l,3}) = 4/5 
w({2,3}) = 3/5 en alle overige waarden 0. 
De spelen ({1,2,3},v) en ({1,2,3},w) zijn S-equivalent. 
DEFINITIE. Een spel (N,v) noemen we simpel als voor het S-equivalente spel 
in (O,l) nonnalisatie (N,w) geldt: 
(5. 3) w(S) = 0 of I voor alle Sc N. 
Coalities met w(S) = 1 noemen we winnend en met w(S) = 0 verliezend. Deze 
spelen worden toegepast bij de theorie van het stemmen. 
6. DE CORE. 
Een voorschrift om een bepaalde imputatie, verzameling imputaties of 
collectie van imputatie verzamelingen aan te wijzen als mogelijke eind-
verdelingen noemen we een oplossingsconcept voor het spel. Een van deze 
oplossingsconcepten is de core. 
DEFINITIE, De core van spel (N,v), notatie C(N,v), is de verzameling van 
alle x E JRn zodanig dat: 
x(S) ~ v(S) voor alle Sc N en 
(6. 2) x(N) = v(N). 
Uit (6.1) voor de verzamelingen S = {i} en (6.2) volgt 
(6. 3) C(N,v) c I(N,v). 
STELLING. De core is de verzameling van imputaties die niet wordt gedomi-
neerd. 
BEWIJS. Laat y E C(N,v) en veronderstel er bestaat een x E I(N,v) en een 
Sc N zodat x : 8 y dan geldt: 
v(S) ~ x(S) > y(S) ~ v(S) tegenspraak. 
Andersom als y E I(N,v)-C(N,v) dan bestaat er een Sc N zodanig dat 
n y(S) < v(S). Voor x E. R gegeven door 
x. = y. + v(S)..:.y(S) als i ES en 1. 1. Is I 
x. = y. - v(S)-y(S) als i ' s 1. 1. rs I 
geldt x E I(N,v) en x ~s Y• □ 
VOORBEELD. In A, Ben C bevinden zich handelaren die allen met een zelfde 
frequentie produkten afnemen bij een fabriek in D. Voor het afhalen van de 
produkten gebruiken ze een taxi. Taxi's zijn beschikbaar in A, Ben C en 






De rijtijd tussen twee 1.n de figuur direkt verbonden punten bedraagt I uur; 
het taxitarief is een geldeenheid per uur. De hoeveelheid voor de 3 hande-
laren tezamen kan vervoerd worden met een taxi. Het ligt dus voor de hand 
dat de handelaren voor het afhalen van hun produkten samenwerken. Hoe 
moeten de taxikosten (8 geldeenheden) tussen de handelaren warden verdeeld? 
Nummeren we de spelers in A, B, en C met respectievelijk 1, 2 en 3 clan ziet 
het bijbehorende spel in karakteristieke functievorm er als volgt uit: 
v({I}) = -2, v({2}) = -4, v({3}) = -6, 
v({I,2}) = -5, v({2,3}) = -7, v({l,3}) = -7 en 
v({],2,3}) = -8. 
{:-
8 
Als we de kosten die de leden van een coalitie afzonderlijk maken niet bij 
de waarde van de coalitie rekenen dan verkrijgen we een spel S-equivalent 
met het vorige spel. 
w({l ,2}) = 1, w({2,3}) = 3, w({I ,3}) = 1, 
w({l,2,3}) = 4 en alle overige waarden O. 
3 De core van dit spel is de verzameling x E ::R. waarvoor geldt: 
(6 .4) xi ,x2,x3, ~ 0 
(6.5) rl + x2 ~ x2 + x3 ~ 3 
X] + X3 ~ 
(6.6) XI + X2 + x3 = 4 X3 
C = (o,o,4) 
B = (o,4,o) 
(4,o,o) 
In de figuur vormt D. ABC de imputatie verzameling I, di.t zijn de punten 
die voldoen aan (6,4) en (6.6). Voor de punten van de core moet tevens 
(6.5) gelden hetgeen vanwege (6.6) equivalent is met: 
(6. 7) 
Het gearceerde gedeelte van D. ABC 1s de core. 
C 
A 
De core kan dus uit vele imputaties bestaan. Een ernstiger bezwaar tegen 
de core als oplossingsconcept is het feit dater veel spelen (N,v) zijn 
met C(N,v) = ~-
VOORBEELD. Laat (x1,x2,x3) een element zijn van de core van het voorbeeld 
in §2 dan geldt: 
xl + x2 ~ v({I,2}) = 7 
(6.8) x1+ x3 ~ v({l,3}) = 8 
X + X ~ v({2,3}) = 8 2 3 
Tellen we de ongelijkheden in (6.8) op dan krijgen we 2(x1+x2+x3) ~ 23, 
ofwel x1 + x2 + x3 ~ 11i. Dit is in tegenspraak met 
(6.9) 
Voor dit spel geldt dus C({l,2,3},v) = ~-
Het gebruik van de core als oplossingconcept is afkomstig van GILLIES [7]. 




DEFINITIE. Een verzameling V c I(N,v·) ndemen we een stabiele verzameUng 
als geldt: 
(6. 10) x,y E V,. x 'zt y 
(6.11) bij iedere x E I-V bestaat er een y EV zodanig dat.y ~ x. 
Eigenschap (6.10), er is geen imputatie in V die een andere imputatie van 
V domineert, wordt intePne stabiliteit genoemd. Eigenschap (6.11), iedere 
imputatie buiten V wordt gedomineerd door een imputatie binnen V, wordt 
extePne stabiliteit genoemd. 
Een moeilijkheid bij dit oplossingsconcept is dater i.h.a. meerdere 
stabiele verzamelingen zijn. Bovendien werd in 1967, 23 jaar na de intro-
ductie van dit oplossingsconcept, door LUCAS [11 en 12] een 10-persoonsspel 
geconstrueerd zonder stabiele verzameling. 
7. DE SHAPLEY WAARDE. 
Er zj.jn oplossingsconcepten die bij ieder spel een unieke imputatie 
aangeven. Het meest bekende oplossingseoneept van·deze soort is de Shapley 
waarde U9 J. 
DEFINITIE. Een drager voor een spel (N,v) is een coalitie T zodanig dat 
(7 .1) v(S) = v(S n T) voor all Sc N. 
Een speler buiten een drager kan tot geen der coalities iets bijdragen. 
Het produkt van de karakteristieke functie v met een constante c 
noteren weals cv. De som van twee karakteristieke functies v en w gedefi-
nieerd op dezelfde verzameling 2N noteren weals v+w. Laat ~(1), ... ,~(n) 
een permutatie van de getallen 1, ••• ,n zijn en (N,v) een spel. Het spel 
(N,v) waarvoor geldt: 
(7.2) 
11 
zullen we noteren als (N,v ). Het verschil tussen bet spel (N,v) en (N,v) 
ff -· ff 
is uitsluitend de nummering van de spelers. Speler i in bet eerste spel is 
speler i(i) in bet tweede spel. 
DEFINITIE. Laat de verzameling spelers N = {1, ••• ,n} gegeven zijn. De 
Shap'tey, waarde van een spel (N,v) is een vector cj,(N,v) = 
(q, 1(N,v), ••• ,q,n(N,v)) die zodanig is gekozen __ dat de verzameli~g van vectoren 
q,(N,v) behorende bij spelen van bet type (N,v) met v variabel, de volgende 
eigenschappen heeft: 
(7.3) I <j>.(N,v) = v(T) voor alle dragers Ten 
iET 
1. 
(7.4) q, (') (N, v ) 
ff 1. ff 
= q,. (N,v) 
1. 
voor alle permutaties ff van N en alle.v. 
(7.5) <I>. (N, v+w) = q,. (N, v) + <I>. (N, w) voor alle v en w. 
1. 1. 1. 
Uit (7.1) volgt dat geldt: 
(7.6) v(T) = v(N) voor alle dragers T. 
Eigenschap (7.3) houdt in dat de waarde v(N) volledig over de spelers in 
een drager wordt verdeeld. Eigenschap (7.4) geeft aan dat de Shapley waarde 
niet afhankelijk is van de nummering van de spelers. Eigenschap (7.5) laat 
zien dat als twee onafhankelijke spelen worden gecombineerd tot een spel 
de Shapley waarde voor dat nieuwe spel gelijk is aan de som van de Shapley 
waarden in de oorspronkelijke spelen. Het zal blijken dat de Shapley waarde 
door de eigenschappen (7.3), (7.4) en (7.5) uniek bepaald is. 
LEMMA. Laat S c N. Het spel (N,w8).gedefiniel!.rd door: 
als S ¢ T 
(7. 7) 
als s C T 
heeft als Shapley waarde: 
12 
(7.8) s 1/1S1 als i ~ S 1en c/>. (N,w ) = 
l. 
(7.9} s cf>.(N,w) = 0 als i 's. l. 
. s BEWIJS. Als Sc T dan geldt Sc (TnS) dus Sis een drager van het spel w. 
Uit (7.6) volgt (7.9). Voor alle permutaties ~ van N die Sop zichzelf af-
beelden geldt w8 = w8 • Dit tezamen met eigenschap (7.4) levert: 
~ . 
(7. 10) s s cf>.(N,w) = cf>.(N,w) voor alle i,j ES. 
l. J 
Uit (7.10) en eigenschap (7.3) volgt (7.8). D 





0 als ii S. 
als i E .S 
LEMMA. Bij ieder spe Z (N, v) bestaan e21 geta Uen cs voo21 s c N zodanig dat: 
met w8 gedefinie~rd voZgens (7.7). 
BEWIJS. We kiezen: 
(7. 12) c 8 = l (-l)t-sv(T), waarbij t = !Tl ens= ISi. 
T :TcS 
Als Uc N dan geldt: 
I csws(U) = 
S:ScN 
I ( I 
S:ScU T:TcS 
I s C = 
S:ScU 
I s-t (-1) ·v(T).=O 
S,T:TcScU 
13 
I waarbij u = IU I. 
T:TcU 
Immers het aantal deelverzamelingen Smet s = s 0 en Tc Sc U is gelijk aan 
(~~~t)· 
Vanwege: 
= { 0 als t < n 
I als t = u 
Als v,w en v-w karakteristieke functies zijn dan volgt uit eigenschap 
(7.5): 
(7. 13) $.(N,v-w) = $.(N,v) - $.(N,w). i i i 
Uit beide lemma's, (7,5) en (7.3) volgt dat we de Shapley waarde al 















I s c $. (N, w ) = C 1. S:ScN s 
iES 
voor speZ (N,v) i.s uniek en wordt gegeven door: 
(n-t)~(t-l)! [v(T)-v(T-{i})J 
n! 
BEWIJS. Invullen van (7.12) in (7.14) levert als enige kandidaat voor de 
Shapley waarde: 
cp.(N,v) = 
i I S:ScN s 
( -1) t-s V (T) ) , 
T:TcS 
iES 





(7. I 7) y. (T) = 
1 . I S: (Tu{i})cScN 
(-l)s-t _!_ • 
s 
Als 1 ET dan geldt: 
(7. 18) y.(T) = y.(T-{i}) 
1 1 
Immers in de sommatie komen dezelfde termen voor; het teken is echter ver-
schillend vanwege IT-{i}I = t-1. 
Als i ET geldt tevens: 
(7.19) .(T) = ~ (n-t)(-l)s-t _!_ Yi l n-s s 
s=t 
(n-t) want er zijn precies I verzamelingen S zodat s = ,n-so 
s 0 en Tc Sc N. 
Uit (7.16) en (7.17) volgt: 
<J>. (N, v) = I y. (T)v(T) + I y.(T)v(T) 1 T:TcN 1 T:TcN 1 
iET iET 
I y. (T)v(T) + I y.(T-{i})v(T-{i}). 1 1 T:TcN T:TcN 
iET iiT 
Kombineren we dit met (7.18) dan levert dit: 
(7. 20) ¢ ~ (N, v) = 
1 I y.(T)[v(T)-v(T-{i})J. T:TcN 1 
iET 
We zullen nu aantonen dat: 
(7.21) y. (T) = (n-t) ! (t-1) ~ 
1 n~ 
Uit (7. 19) volgt y. (T) 
n! = 




(-l)s-t (n-t) _!_ 
n! 
l. = 
s=t s-t s 
(n-t)!(t-1)! 
n 
(-l)s-t (s-l)(s-2) ••• t (n) 2 (s-t) ! s = s=t 
Voor lzl < l geldt: 
n-t De coefficient van z levert de gelijkheid: 
n-t {-t\f n) Jo \ s }\s+t = 1' waarmee (7.21) bewezen is. 
Uit (7.20) en (7.21) volgt dat de enige kandidaat voor de Shapley waarde 
wordt gegeven door (7. 15). Het is gemakkelijk te verifieren dat (7. 15) 
. voldoet aan de eigenschappen (7.3),(7.4) en (7.5). D 
STELLING. De Shapley waarde is een imputatie. 
BEWIJS. Vanwege de super additiviteit van (N,v) volgt uit (7.15): 
<f>. (N, v) 2:: I y.(T)v({i}) voor alle i EN. 1. T:TcN 1. 
iET 




I y. (T) = I \t-l}yi(T) = I - - 1. 
T:TcN 1. t=l t=l n 
iET 
Dus: 
(7. 22) <f>.(N,v) 2:: v({i}) 
1. 
voor alle i EN. 
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Uit (7.3) en (7.6) volgt: 
(7.23) X 
ie:N 
cf, • (N, v) = V (N) , 
l. 
Uit (7.22) en (7.23) volgt de stelling. 0 
(7.15) geeft aanleiding tot de volgende interpretatie van de Shapley 
waarde. De spelers komen overeen de grate coalitie N als volgt op te bouwen. 
Beginnend met een coalitie bestaande uit een speler warden een voor een 
spelers aan de coalitie toegevoegd totdat de grate coalitie is bereikt. 
De volgorde waarin de spelers worden toegevoegd wordt door het lot bepaald 
zodat alle n! volgorden dezelfde kans hebben. Als speler i wordt toegevoegd_ 
aan coalitie T-{i} wordt hem precies zijn marginale waarde v(T) - v(T~{i}) 
toegekend. Het aantal volgorden waarbij i aan de coalitie T-{i} wordt 
toegevoegd is gelijk aan (t-l)!(n-t)!. De kans dat i aan T-{i} wordt toe-
gevoegd is dus gelijk aan (t-l)!(n-t)! f,n!. Dus (7.15) geeft bij deze 
procedure de verwachte opbrengst voor de spelers aan. Deze interpretatie 
geeft voor spelen met weinig spelers een gemakkelijke methode om de 
Shapley waarde te berekenen. 
VOORBEELD. We berekenen de Shapley waarde voor het voorbeeld uit §2. 
Er zijn 3! = 6 volgordes. 
volgorde 
marginale opbrengst 
I 2 3 
I 2 3 I 6 4 
2 l 3 5 2 4 
2 3 ] 3 2 6 
1 3 2 1 3 7 
3 l 2 5 3 3 
3 2 l 3 5 3 
totaal l 8 21 27 
9hapley waarde 3 31 - 2 4½ 
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Voor simpele spelen geldt dat v(T) - v(T~{i}) alleen de waarden Oen 1 kan 
aannemen. De waarde I wordt alleen verkregen als Teen winnende coalitie 
is en T-{i} niet. We kunnen in dit geval de Shapley waarde dus schrijven 
als: 
(7. 24) 
waarbij wordt gesonnneerd over winnende coalities T waarvoor geldt dat 
T-{i} niet winnend is. 
VOORBEELD. (afkomstig uit OWEN [15]). 
Beschouw een vennootschap met 4 aandeelhouders, die respectievelijk 10, 20, 
30 en 40 aandelen bezitten. De beslissingen in de aandeelhouders-vergadering 
moeten worden genomen door aandeelhouders die gezamenlijk een meerderheid 
van de aandelen in bezit hebben. We kunnen deze situatie opvatten als 
simpel 4-persoonsspel metals winnende coalities {2,4}, _{3~4}, {1,2,3}, 
{1,2,4}, {1,3,4}, {2,3,4} en {1,2,3,4}. Met bebulp van (7.24) vinden we 
voor de Shapley waarde van dit spel (1/12, 1/4, 1/4, 5/12). 
Als de aandeelhouders respectievelijk 10, 30, 30 en 40 aandelen in 
bezit hebben wordt de Shapley waarde (0, 1/3, 1/3, 1/3). De coalitie 
{2,3,4} is in dit geval een drager van bet spel. 
8. DE NUCLEOLUS. 
Laat (N,v) een spel zijn dat zodanig is genonneerd dat geldt 
v( { i}) = 0 voor alle i € N. Bij iedere verdeling x € E.n zullen we bet ver-
schil v(S) - x(S) aanduiden als het su-rrplus van coalitie S. Het surplus van 
een coalitie Sis een maat voor de waardering die coalitie S voor verde-
ling x heeft. De coalities waarvoor het surplus het grootst is zullen de 
grootste bedreiging vonnen voor het tot stand komen van verdeling x. 
. d n f . . •. ( ) ..., Zn 1 d 1 k Voor 1e ere x € E. de 1n1eren we q x € .n as e vector met as om-
ponenten v(S) - x(S) voor Sc N gesorteerd van groat naar klein. 
r 
DEFINITIE. Een vector a€ R is lexicografisch kleiner dan een vector 
b € lR\ notatie a { b, als er een i € {l, ••• ,r} bestaat zodanig dat: 
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a. < b. en 
l. l. 
(8. I) 
a.= b. voor j = 1, ••• ,i-1 
J J 
l DEFINITIE. Verdeling xis meer aanvaardbaar als verdeling y als q(x) < q(y). 
DEFINITIE. De nucleolus van Kc Rn behorende bij het spel (N,v) is de ver-
zameling: 
(8. 2) N(K) = {x EK I q(x) { q(y) of q{x) = q{y) voor alley EK} 
Dit is dus de verzameling van "meest aanvaardbare" verdelingen in K. 
De nucleolus van het spel (N,v), notatie N(N,v), is de nucleolus van de 
imputatie verzameling, 
(8.3) N(N,v) = N(I(N,v)). 
Het oplossingsconcept de nucleolus is afkomstig van SCHMEIDLER [18]; de 
volgende stellingen zijn door hem bewezen. 
STELLING. De nucleolus van een korrrpakte verzameling is niet leeg. 
BEWIJS. Laat Keen kompakte deelverzameling van de :Rn zijn. 
v(S) - x(S) is een continue functie van x voor iedere Sc N. We kunnen 
schrijven: 
(8.4) q.(x) = max (min(v(S)-x(S)) 
1. Ac2N, IAl=i ScA 
voor i n = 1, ..• ,2. 
Het maximum of het minimum van een eindig aantal continue functies is con-




1, .•• ,2. 
(8. 5) Kl = {x E I I ql (x) $; q] (y) voor alley EK} en 
(8.6) K. = {x E I. ] I q. (x) $; q. (y) voor alle y E K. l} l. 1.- l. l. 1.-
~ voor i = 2, ••• ,2n. 
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K2 is de verzameling minima van een continue functie over een kompakte 
verzameling en daarom niet leeg en kompakt. Evenzo zijn K. voor i = 3, .•. ,2n 
l. 
kompakt en niet leeg. Daar K2n de nucleolus is, is hiermee de stelling 
bewezen. D 
Laat s1, ••• ,s2n een willekeurig <loch vaste volgorde zijn voor de Sc N. 
Voor de afbeelding q bewijzen we het volgende lemma: 
n LEMMA. Voor iedere paar x,y c R geldt: 
(8. 7) R. q(x+y) < q(x) + q(y) of 
n Bij iedere t E {1, .•. ,2} bestaat er een k zodat: 
t 
(8.8) 
. BEWIJS. Laa t 
Dan geldt: 
= v(Sk) - x(Sk) en 
t t 
qt(y) = v(Sk) - y(Sk) 
= v(S. ) 
l.t 
= v(S. ) 
Jt 
t t 










Als in een der ongelijkheden het > teken geldt, dan volgt 
R. q(x+y) < q(x) + q(y). Laat nu gelden: 




voor T = l, ... ,t-1. 
Dan kunnen we kiezen i = j = k voor T = 1, .•• ,t-1. Hieruit volgt: 
T T T 
v(S ) - x(S ) 
T T 
~ v(Sk) - x(Sk) 
t t 
evenzo 
v(S_) - y(S. ) ~ v(Sk) - y(Sk ). 
Jt Jt t t 
Als in een der ongelijkheden het > teken geldt dan volgt q (x+y) { q (x). 
Dus als (8.7) niet geldt dan volgt hieruit (8.8). 0 
STELLING. De nucleolus van een convexe verzameling bevat hoogstens een 
element. 
BEWIJS. Laat Kc Rn een convexe verzameling en x,y E N(K) dan geldt 
q(x) = q(y). Als (8.7) van het lennna geldt dan volgt: 
q(½(x+y)) = ~q(x+y) < ~(q(x) + q(y) = q(x) 
hetgeen in tegenspraak is met x E N(K). Dus geldt (8.8) uit het lemma, 
kombineren we dit met q(x) = q(y) dan volgt x = y. D 
GEVOLG. Omdat de verzameling I(N,v) kompakt en convex is bestaat de 
nucleolus van een spel uit precies een element. 
Dit resultaat wordt op een andere manier bewezen door KOHLBERG [8]. 
De nucleolus is een optimale oplossing van het volgende lineair program-
meringsprobleem. 
Minimaliseer A onder de voorwaarden: 
A~ v(S) - x(S) voor alle Sc N. 
Als de optimale oplossing uniek is hebben we de nucleolus gevonden. 
KOPELOWITZ [IO] geeft een algoritme voor bet berekenen van de nucleolus 
waarbij ten hoogste n-1 lineaire progrannneringsproblemen moeten worden 
opgelost. KOHLBERG [9] laat zien dat de nucleolus ook kan worden berekend 
door bet oplossen van een lineair progrannneringsprobleem, echter met 2n! 
bijvoorwaarden. OWEN [16] laat zien dat bet aantal bijvoorwaarden terug-
gebracht kan worden tot 4n. Dit aantal bijvoorwaarden is echter nog zo 
groot dat de methode uitsluitend voor spelen met een zeer klein aantal 
spelers toepasbaar is. 
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